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Développement

Soient (E, (-,-)) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et (e,), o une
base hilbertienne de E. On définit ’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt

ZHTenH <+oo}
n=0

Lemme 1 Soient 7' € L.(E) et (fm),,cy une autre base hilbertienne de E. Alors,
TeHS(E)< T € HS(E) et on a
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Théoréme 2 L’application 7' — ||T||, = <Z ||T6n|2) est une norme sur l’es-
=0

pace HS(E) qui le munit d’une structure d’espace de Hilbert. De plus, l'inclusion
(HS(E), |I'lly) <> (L(E), [I-]|), ot ||-]| est la norme subordonnée & la norme de E,
est continue.

Proposition 3 L’ensemble des opérateurs de rang fini est dense dans HS(FE).

o Preuve du Lemme 1
définition de I’adjoint

+oo +oo +oo
ITenll® =Y HTen, fm) P =D Hew, T ) = D (T finsen) I
m=0 m=0 m=0

Ainsi, par le théoréeme de Fubini-Tonelli, on obtient

[e%S) +oo +oo 00
S Tenl? = 3 S 1T frsen) = ST fn
n=0 m=0n=0 m=0

: Pour n € N, on a d’apres 1’égalité de Parseval et par

Comme les bases hilbertiennes considérées sont arbitraires, on obtient bien

—+o0 —+oo
S ITen|? = 3 [|IT*enl?, ce qui justifie que T € HS(E) < T* € HS(E), et
n=0 n=0
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puisque (T*)" = T, on a aussi Y, || Tex||” = Y. |Tfmll”, ce qui montre que
n=0 m=0
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la valeur de Y. [|[Ten||* ne dépend pas de la base hilbertienne (ey,) Ceci
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conclut la preuve du Lemme 1.

Preuve du Théoréme 2 : Montrons tout d’abord que HS(E) est un sous-espace
vectoriel de L.(FE). L'application nulle vérifie clairement la condition d’apparte-
nance & HS(E), donc HS(E) # 0. Soient T,S € HS(E) et A € C. On a par

inégalité triangulaire

¥n €N, [[(T+AS)eq||” = |Ten + ASen|® < ([ Tenl + [ASen])”.

Par suite, pour tout n € N,

2

1T+ AS)enl® < ITenl*+HAP 1Senl*+2N I Tenl| |Senll < 2 [ Tenl*+2A | Senl|*

Or,T,S € HS(FE) donc la série de terme général le membre de droite converge, et
par comparaison des séries & termes positifs, la série Z (T 4+ AS)ey, || converge,

donc T+ AS € HS(E). Ainsi, HS(E) est bien un sous- espace vectoriel de L.(E).
Remarquons que c’est un sous-espace vectoriel strict de £.(E) car par exemple

idg € L(E) \ HS(E). En effet,
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Introduisons alors 'application suivante :
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HS(E) x HS(E) — C
—+00
<'a '>’}-LS : (T7 S) — Z <T€n, S@n> .
n=0

Cette application est bien définie car si T, S € HS(F), alors Vn € N,

2 2
[Tenl” + [1Sen]|

TTL, n <
[ (Tew, Sea)| :

[Tenll[Senll <
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A nouveau par comparaison des séries & termes positifs, on voit que la série
définissant (T, S),, 5 est absolument convergente, donc convergente. De plus, on
voit clairement que si T' € HS(FE), alors ||T||§ = (T,T),,s- Par sesquilinéarité
du produit scalaire de E et par linéarité de la somme, on voit que (-,-),, ¢ est
sesquilinéaire ; puis par continuité de la conjugaison complexe, et par le caractere
hermitien de (-, -), application (-,-),,¢ est hermitienne. Enfin, HT||§ > 0 pour
tout T € HS(FE), et si ||T||§ = 0, alors on a HTenH2 = 0 pour tout n € N, donc
T = 0 puisque (ey), ¢y est une base hilbertienne de £ et que T' est continue.
Par conséquent, (-,-);,g est bien un produit scalaire sur 'espace HS(E), qui est
donc préhilbertien.

Montrons désormais que ||T|| < ||T]|,, ce qui revient & montrer que l'inclusion
canonique de (HS(E),|-||,) dans (Lc(E),|||) est continue. Pour x € H et
T e HS(E). On a

00 400
1Tl = S Twen P = (o e ?
n=0 n=0
+
< lz||* [|T*en]|” par Cauchy-Schwarz
n=0
2 2
< =P 1T15
< ) ||T||§ par le Lemme 1.

Ainsi, on a bien ||T'|| < |||, et on peut alors montrer que HS(E) est un Hilbert.
Soient (T},), oy € HS(E)N une suite de Cauchy pour la norme ||-||, et € > 0. Par
définition, il existe un rang N € N tel que

vaq 2 N’ HTP —Tq”; Se.

Comme pour p,q > N, on a [T, — Ty < [|T}, — Tql, < ¢, la suite (7)), est de
Cauchy dans I’espace de Banach (L.(E),||-||) donc converge vers T' € L.(E). On
a alors pour n € N,

HTpen —Teyl|l < HTp =T [lenll = ||Tp -T| — 0

p—r—+oo

Ainsi, la suite (Tpen)p converge vers T'e,, dans F. Par ailleurs, pour tout M € N,
et tous p,q > N, on a

M
Z 1Tpen — qunHQ <|Tp - Tq||2 Se
n=0

Ainsi, en faisant tendre ¢ vers +o0o, on obtient

M
YM eN,¥p >N, Y | Tpen — Ten|” <.

n=0
Ceci étant valable pour tout M € N, en faisant tendre M vers +oo, on a
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n=0
ce qui montre a la fois que T), = T' € HS(E), donc que T' € HS(E), et que (T}),

converge au sens de la norme ||-||, vers T'. Ainsi, on a bien montré que HS(E) était
un espace de Hilbert pour la norme ||-||5, ce qui achéve la preuve du Théoréme 2.

Preuve du Corollaire 3 : Soient pour k € N, F, = Vect(eq,...,er), et T €
HS(E). Le sous-espace vectoriel Fy, étant fermé dans E (car de dimension finie),
on considere Py le projecteur orthogonal sur Fj. Remarquons tout d’abord que
Popérateur T'o P, est de rang fini car d’image T'(F}) qui ne peut étre de dimension
plus grande que Fj puisque T est linéaire. De plus, on a T o P, € HS(E) car

+oc0 +oo k
ST (Peen) || =Y Lok I Tenll” = 3 ITenl® < +oo.
n=0 n=0 n=0

Par ailleurs, on a

+oo =
ITo P =TI} =3 |IT(Pren) = Teal ' = 3 Teal® <2 0.
n=0 n=k+1

car T € HS(E) donc la série Y || Te,|| converge et donc son reste tend vers 0.

Ainsi, on a bien T o Py o T au sens de la norme |-||,, donc T est limite
—+o0

d’opérateur de rang fini dans HS(E). Ceci montre que I’ensemble des opérateurs
de rang fini est dense dans HS(F) et conclut la preuve du Corollaire 3.
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